
87 

 

 

 

 فصل سوم

 توابع متعالی
 

ریشیه   باشد و یا از عمر و تفریق و ضرب و تقسیم و ترکیب وای عملهتاب ی که چندهر 

نامیم و هر تیاب ی  می تابر عبری ایجاد شود راها ایگرفتن و به توان رساندن چند عمله

و م کیوس   گوییم به طور مثال توابر مثلثاتیمی که عبری نباشد را غیر عبری یا مت الی

 باشند.می توابر مت الیاز عمله ها آن

 در این فصل چند تابر مت الی دیگر نیز م رفی خواهد شد کیه در بثیا اصیلی حیل    

گیاریتمی و  شود، مانند تیابر ل می ها استفادهگیری( از آنانتگرالهای انتگرال )فصل روش

 تابر نمایی و ...

گیری باشند، برای علیو می م کوس برخی دیگر هدش مطرح از آنجا که برخی از توابر

بیر  خواصیی از توا  ،تکیراری، ابتیدا در قالیب چهیار قضییه     هیای  و بثا از کارهای موازی

کنیم و بیشتردر سیدد ایین موضیوع هسیتیم کیه ییادآوری شیود        می م کوس را بررسی

انسیتن  دشود، به طور مثال با می کدامیک از خواص تابر به م کوس آن مستقیماً منتقل

نییز   م کیه تیابر م کیوس آن   ییابی میی  اینکه تابر لگاریتم طبی ی اکیداً ص ودی اسی در

 چنین خواهد بود.

 قضایای تابع معکوس

f:تابر  .1 A B اسی اگر و تنها اگر یک به یک و پوشا باشد.پذیر م کوس 

 وارون هر تابر اکیداً یکنوا، اکیداً یکنواسی. .2

1fاکیداً ص ودی باشد آنگاه fاگر    نیز اکیداً ص ودی اسی و به طور مشابه اگیرf  ًاکییدا

1fنزولی باشد،   .نیز اکیداً نزولی اسی 
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اگیییر  .3   : , ,f a b c d پیییذیر و پیوسیییته باشییید، آنگیییاه  ییییک تیییابر وارون

   1 : , ,f c d a b  .پیوسته اسی 
xدر ییک همسیایگی نقطیه     f وارون پذیر اگر تابر .4 c     پیوسیته و در ایین نقطیه

)و پذیر مشتق ) 0f c   1باشد، آنگاهf   در نقطه( )x f c پیذیر اسیی و   مشتق
 داریم:

1 1
( ) ( ( ))

( )
f f c

f c

  


 

ه شود بدون مثاسیب می به کمک این قضیه که قضیه مشتق تابر م کوس نامیده توضیح:
1fتابر  و تنها به کمک مشتقf ی نیf  1، از تابرf  گیریم.می مشتق 

)2اگر مثال:  ) 2 1f x x x    1برایx    1باشد، مطلوب اسی( ) (9)f  : 
 به کمک قضیه مشتق تابر م کوس:الف
 بدون کمک قضیه فوقب:

 حل: 
) :الف ) 9 ?f c c   

2 2

1 1

2

1

2 1 9 2 8 0 ( 4)( 2) 0

1
4 , 2 2 ( ) (9)

(2)

( ) 2 1 ( ) 2 2

(2) 2 2 2 6

1
( ) (9)

6

c

c c c c c c

c c c f
f

f x x x f x x

f

f

 



          

       


     

    

 

 

1fبدون کمک قضیه مشتق تیابر م کیوس، اول بایید ضیابطه     ب:     را مثاسیبه کیرده و
 سپس از آن مشتق بگیریم.

2 2

1 1 1

1 1

2 1 ( 1) 1 1

1 ( ) 1 ( ) 1

1 1 1
( ) ( ) ( ) (9)

62 2 9

x

y x x x x y x y

x y f y y f x x

f x f
x

  

 

            

         

    

 

8اگر مثال:  4 2( ) 3 2 1f x x x x    ،باشد 
بر بازه  fالف: ثابی کنید 0, پذیر اسی.وارون 
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)1ب:  ) (7)f   .را مثاسبه کنید 

 الف:حل: 
/ 7 3 6 2

6 2

( ) 8 12 4 4 (2 3 1)

0
0

2 3 1 0

f x x x x x x x

x
f

x x

     

 
 

   

 

0f   بر بازه 0, پسf  اکیداً ص ودی بر بازه 0,  و در نتیجیهf    ییک بیه

 پذیر اسی.یک، پس وارون

 به کمک قضیه مشتق تابر م کوس ب:

1

/

08 4 2 1

1

1
( ) ( ( ))

( )

1
( ) 7 3 2 1 7 1 ( ) (7)

(1)

1
(1) 8 12 4 24 ( ) (7)

24

c

f f c
f c

f c c c c c f
f

f f



 



 

         


      

 

1 اگر مثال: 
( )

5

x
f x

x




 
باشد، م ادله خط مماس بر منثنی  2 به طول ای نقطه pو 

1f   را در نقطهp .ت یین کنید 

1

2 2

1
( ) ( ( ))

( )

1
( ) 2 2 1 2 10 11

5

1 ( 5) ( 1) 6
( ) ( )

5 ( 5) ( 5)

f f c
f c

c
f c c c c

c

x x x
f x f x

x x x

  



        



    
   

  

 

1

1

2 2

1
( ) (2)

(11)

6 6 1 1
(11) ( ) (2) 6

111( 5) (11 5) 6
6

f
f

f f
xx





 


  
       

  

 

از طرفی 
1

11 2

f

f 




1fم ادله خط ممیاس بیر نمیودار تیابر     پس،      (2,11)در نقطیهP 

 عبارت اسی از،  
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11 6( 2) 6 23y x y x        
 تابع لگاریتم طبیعی

 لگاریتم طبی یتابر تعریف:

0xبرای هر    مقدار
1

x dt

t را لگاریتم طبی یx نیامیم و بیا نمیاد   می( )Ln x  آن را

 نامیم.می دهیم، بنابرین تابر زیر را تابر لگاریتم طبی یمی نشان

1

:

( )
x

Ln R R

dt
Ln x

t

 

 
 

 خواص تابع لگاریتم طبیعی

 (دامنه ت ریف این تابر فقط شامل اعداد مثبی اسی.1

(0, )LnD R    

)دامنه ت ریف تابر مثال:  4 6 )y Ln x x    .را ت یین کنید 

 حل: 

4 6 0x x    6و 0x  و 4 0yD x R x    
4 0 4

6 0 6

4 6 0 4 6

x x

x x

x x x x

   

   

       

 

ا رعهی نامساوی، طیرفین  در  چون هر دو طرف نامساوی فوق، مثبی اسی بدون تغییر 

 رسانیم،می به توان دو

 

4 6 5

5,6y

x x x

D

    

 
 

2) 






+ x > 1

Ln(x) = - 0 < x < 1

0 x = 1

 

1xاگر    ،باشد داریم( )
x dt

Ln x
t

 1 

برابر  xلگاریتم طبی ی روبروو طبق نمودار 

زده، پییس اسییی بییا مسییاحی ناحیییه هاشییور

 مثبی اسی.
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1xو اگر    ،باشد داریم
1

1
(1) 0

dt
Ln

t
 . 

0واگر  1x  پس
1

1
( )

x

x

dt dt
Ln x

t t
    

زده قرینه مساحی ناحیه هاشیور  xی نی مطابق شکل زیر در این حالی لگاریتم طبی ی

 باشد پس منفی اسی.می در زیر

 
3) / 1

( ( ))Ln x
x

 

 بنابرقضیه اساسی اول حسابان
1

1
( ( )) ( )

1
( ( ))

x dt
Ln x

t x

u
Ln u u

u u

  


    


 

 مثال:  
cos( )

( (sin( ))) cot ( )
sin( )

x
Ln x g x

x
   

2 2

1

sec ( ) 1cos ( )
( ( ( )))

sin( )( ) sin( ) cos( )

cos( )

x x
Ln tg x

xtg x x x

x

    

1 1

1
( )

1
1 1x x

Ln x xLim Lim
x 

 


 

1همننین از آنجا که 
( ( ))Ln x

x
  0به شرط  پس x، 
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1
( )    

( )

dx Ln x K
x

dx Ln ax b
K

ax b a

 


  







 

 زیر،های مطلوب اسی انتگرالمثال: 
2 3

,
2 6 1

dx x
dx

x x



   

 حل: 

( 2)
2

10

2 3 1 3

6 1 3 6 1

10

2 3 1 1 10 (6 1)3( )
6 1 3 6 1 3 3 6

5
(6 1)

3 9

dx
Ln x K

x

x

x x

x Ln x
dx dx x K

x x

x
Ln x K

  



 

 

 
     

 

   



 

 

4) 

,

,

: ( ) ( ) ( )

: ( ) ( ) ( )

: ( ) ( )

x y

x y

x

Ln x y Ln x Ln y

x
Ln Ln x Ln y

y

Ln x Ln x 







   

  

 

0

0

0

 

 مطلوب اسی مقادیر زیر، Ln(3)و  Ln(2)با داشتن مثال: 

3(0.75) , ( 9) , ( 13.5)Ln Ln Ln 

 حل: 

2

3 3
(0.75) ( ) ( ) (3) 2 (2)

4 2
Ln Ln Ln Ln Ln    

2

3 23 3
2

( 9) ( 3 ) (3 ) (3)
3

Ln Ln Ln Ln   



 93توابر مت الی   : سومفصل  

 

3

3 2

1

2

27 3 3
( 13.5) ( ) ( ) ( )

2 2
2

Ln Ln Ln Ln   

3 1 3 (3) (2)
(3) (2)

2 2 2

Ln Ln
Ln Ln


   

 م ادله زیر را حل کنید.مثال: 

3 (32) (8)
( ) ( )

2

Ln Ln
Ln x Ln x


  

)هیای  و وعود عبیارت  Lnبا توعه به دامنه تابر حل:  )Ln x  3و( )Ln x   در صیورت

0xکنیم کهمی م ادله فوق، شرط  .باشد 
3

3 2( ) ( ) ( ) ( )

32
( )

(32) (8) (4)8 ( 4) (2)
2 2 2

x
Ln x Ln x Ln Ln x

x

Ln
Ln Ln Ln

Ln Ln

  


   

 

 با مساوی قرار دادن سمی راسی و سمی چپ م ادله

3 (2) (8)
( ) ( )

2

Ln Ln
Ln x Ln x


  

 داریم:
2( ) (2) (*)Ln x Ln 

 از طرفی

Ln تاب ی اکیداً ص ودی اسی 
1

( ( )) , 0Ln x x
x

    

Ln بنابرین یک اسیتاب ی یک به 
02(*) 2 2 2xx x x       

مثال: 
1

22
1

2

1
( )sin ( ) ?
1

x
Ln x dx

x




 

2sinچون تابر حل:  ( )x  1تاب ی زوج اسی و بازه انتگرال بالا 1
[ , ]

2 2
 متقیارن،  ای بازه

1کافی اسی ثابی کنیم تابر 
( )
1

x
y Ln

x





باشد و در این صورت عواب می تاب ی فرد 
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شود )زیرا حاصل ضرب یک تابر فرد در یک تابر زوج، تیاب ی فیرد   می انتگرال برابر صفر

 خواهد بود(.

1برای اثبات فرد بودن تابر 
( ) ( )

1

x
f x Ln

x





ابتدا باید ثابی کنیم دامنه تابر متقارن  

 اسی.

1
0

1
y

x
D x R

x

 
   

 
 

 1  1  x 

1 0 1

1 0 1

x x

x x

     


    
 

+  + 0 - 1 x 

- 0 +  + 1 x 

- 
ت ریف 

 نشده
+ 0 - 

1

1

x

x




 

1

( 1,1)

1 ( ) 1
( ) ( ) ( )

1 ( ) 1

1 1
(( ) ) ( ) ( )

1 1

yD

x x
f x Ln Ln

x x

x x
Ln Ln f x

x x



  

  
  

  

 
    

 

 

 و عواب انتگرال صفر اسی. باشدمی تاب ی فردfپس

 نید.کزیر را ثابی ساوی به کمک قضیه مقدار میانگین )برای مشتق(برقراری ناممثال: 

, : 0 : ( )a b

b a b b a
b a Ln

b a a

 
     

 حل: 

)اگر قرار دهیم  ) ( )f x Ln xرابطه بالا م ادل اسی با ، 
1 ( ) ( ) 1

( ) ( )
b a b a f b f a

f b f a
b a b b a a

  
     


 

بر بیازه   fبنابر قضیه مقدار میانگین )در کاربرد مشتق( اگر  ,a b     پیوسیته و بیر بیازه

 ,a b باشد،پذیر مشتق 
( ) ( )

( )
f b f a

f c
b a





 

 باشد.می bتا  aبینای نقطه cر آن دکه 
1 1

( ) ( ) ( ) ( )f x Ln x f x f c
x c

      
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aو  c b   1پس 1 1

a c b
  ی نی 

1 ( ) ( ) 1 1 1 1Ln b Ln a

b b a a b c a


    


 

 و رابطه فوق برقرار اسی.

 زیر برابرند.های ت یین کنید آیا تواب ی با ضابطهمثال: 
2

1 2( ) , 2 ( )y Ln x y Ln x  
 حل: 

 
1 2 1 2

0 ,y y y yD R D R D D     

ر ایین مثیال   برابر باشند دها یکی باشد و ضابطهها آنهای دو تابر وقتی برابرند که دامنه

 دامنه دو تابر یکی نیسی پس توابر برابر نیستند.

5) 
 

 
+

x 0x +

Lim Ln(x) = + , Lim Ln(x) = - 

)برای هر مثال:  )
0 , 0

x

Ln x
Lim

x 



  

 حل: 

1

/

2

2

1
( ) 1

0

1
( )

1 ( ( 1) ( ))
( )

1 1

1 1

1 1
1 1

x x x

x x x

x x

Ln x xLim Lim Lim
x x x

x
Ln

x Ln x Ln xxLim xLn Lim Lim
x

x x

xx xLim Lim
x

x

   






  

  

 

  


  

 



  




 

 زیر را ثابی کنید.های نامساویمثال: 
1

0 : ( )

( ) 2

Ln x x

Ln x

x x






  


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1نامساوی اول به عنوان تمرین و نامساوی دوم، همان نامساوی اول بیه ازای  حل: 

2
  

 باشد،می
1

2
1 1 ( ) 2

: ( ) 2 ( ) 2
12

2

Ln x
Ln x x x Ln x x

x x
        

y(رسم دقیق نمودار تابع6 = Ln(x) 

 کنیم:می برای رسم دقیق نمودار تابر مراحل زیر را طی

 مختصاتهای یافتن دامنه تابر و نقاط برخورد با مثورالف:

(0, )yD    و از اینکه
0

( )
x
Lim f x


  و( )

x
Lim f x


 وf پیوسته اسی

)گیرد ی نی می همه اعداد حقیقی را در برfپس برد , )fR R    

0

0 1

fx D

y x

 

  
 

 بثا زوج یا فرد بودن تابرب:

بیرای   مثبی را شامل اسی پس زوج یا فیرد بیودن  دامنه تابر متقارن نیسی و فقط اعداد 

 این تابر مطرح نیسی.

 تابر در صورت وعود نمودارهای یافتن مجانبج: 

xخط  0  یا مثورy  .ها مجانب قائم نمودار اسی 
0

( )
x
Lim Ln x


  

) پس مجانب افقی ندارد. )
x
Lim Ln x


  

yاگر خط ax b   تابر باشد،نمودار مجانب مایل 

) .مجانب مایل ندارد ) ( )
0 0

x x

f x Ln x
a Lim Lim a

x x 
      

 ار تیابر های ص ودی و نزولی و نقاط بثرانی و نقاط اکسترموم نسیبی نمیود  ت یین بازه د:

 تابر به کمک عدول تغییرات در صورت وعود

   x 

1
y

x
      y  

 y  ص ودی 

 د.تابر اکیداً ص ودی اسی و نقطه بثرانی و در نتیجه نقطه اکسترموم نسبی ندار
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 ت یین عهی گودی منثنی و نقاط عطف در صورت وعود ه:

   x 

2

1
y

x
       y  

   y 

 .نقطه عطف ندارد وعهی گودی منثنی همواره رو به سمی پایین اسی

 رسم کنیم.را و سپس به کمک عدول زیر و اطلاعات بالا نمودار 

 

 

y x 
0 
 
 

1 
0 
 

 نکته: چند 

yاگر مثال: (1 Ln x  باشد مطلوب اسیy . 

 حل: 

  2 2

2

2

0 , ( )

1 1 2 1
( )

2 2

1
( )

( )

1

yD R x x y Ln x

x
y Ln x y

x x

Ln x
x

u
Ln u

u

dx Ln x K
x

    

     

 


 

  

 

 زیر را ت یین کنید.به کمک خواص لگاریتم مشتق تابر مثال: (2
2 23

3 2

( 1) sin( )

(1 2 )

x x
y

x





 

 گیریم.می قدر مطلقرابطه از طرفین  :مرحله اولحل: 
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1

3
2 2

2
3

1 sin( )

1 2

x x
y

x

 



 

ممکن  ا عایگیریم و خواص لگاریتم را تمی مرحله دوم: از طرفین رابطه بالا لگاریتم

 بریم.می بکار

2 31
2 1 Sin( ) 2 1 2

3
Ln y Ln x Ln x Ln x     

yگیریم و سپسمی رابطه اخیر مشتق ینطرف مرحله سوم: از   ایین رابطیه    را به کمیک
 کنیم.می مثاسبه

2 2

2 3

2
/ 2

3

1 1 cos( ) 2 6
2 2

1 3 sin( ) 1 2

2 2 12
( cot ( ) )

1 3 1 2

y x x x

y x x x

x
y x x y

x x

 
    

 

   
 

 

 نامیم.می لگاریتمیگیری روش فوق را مشتق
 زیر را حل کنید.های انتگرالمثال: (3

sin( )
( )

cos( )

x
tg x dx dx

x
   

)cosاگر قرار دهیم )u xداریمsin( )du x dx  

sin( )
cos( )

cos( )

x dx du
I Ln u Ln x

x u
           

 
 

1
sec ( ) sec( )

cos
Ln Ln x K tg x dx Ln x K

x
      

(1 )

1 2 2 2
2 2 (1 )

2 1 2 (1 )

dx dx

x x x x

dx dx du
x u du I Ln u

ux x x

Ln x Ln x K


 

       


    

 

   

2sec( ) ( ) sec ( ) sec( ) ( )
sec( ) sec( )

sec( ) ( ) sec( ) ( )

x tg x x x tg x
x dx x dx dx

x tg x x tg x

 
  

   
 

)secاگر قرار دهیم  ) ( )u x tg x ، 
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2(sec( ) ( ) sec ( ))

sec( ) ( )

sec( ) sec( ) ( )

du x tg x x dx

du
I Ln u Ln x tg x K

u

x dx Ln x tg x K

 

     

   





 

 لقی را شیام این دیدیم که برد تابر لگاریتم طبی ی همه اعداد حقی( از آنجا که قبل از 4
ن آروی مثور اعداد حقیقیی وعیود دارد کیه در    ای شود از عمله عدد یک، پس نقطهمی

 شود.می عواب لگاریتم طبی ی برابر یک
 تعریف: عدد نپر

نیامیم  میی  روی مثور که در آن عواب لگاریتم طبی ی برابر یک اسی را عدد نپرای نقطه
 دهیم.می آن را نشان eو با نماد 

 
 توان عمل کرد:می به صورت زیر eبرای یافتن مقدار واق ی عدد

1 1 1
( ( )) ( ) (1) 1

1 1
Ln x Ln

xx x
     


 

 و به کمک ت ریف مشتق داریم:
1

/ 1

1 1

1

( ) (1) ( )
1 (1) ( )

1 1
x

x x

x

Ln x Ln Ln x
Ln Lim Lim Lim Ln x

x x


 




   

 
 

 توان عوض کرد ی نیمی پیوسته اسی پس عای حد و تابر را Lnچون تابر 
1

1

1
( )x

x
Ln Lim x 


 

1

1

1
( ) 1 ( )x

x
Ln Lim x Ln e


    

 اکیداً ص ودی پس یک به یک اسی بنابرین Lnاز طرفی تابر 

 
1

1

1
*x

x
Lim x e


  

1xو اگر    1داریم 0x   1، و با قرار دادنx t   1ی نیx t  :داریم 
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 
1

0

* (1 )t

t

Lim t e


    

 و همننین
1

0t
t

    

1پس با قرار دادن 
y

t
  1داریم

t
y

 )* (و بنابر رابطه 

1
(1 )y

y
Lim e

y
   

 بنابرین
11

1

1 0

1
(1 ) (1 )

x xx

x xx

e Lim x Lim x Lim
x



 

      

 مقدار تقریبی عدد نپر 

در رابطه 
1

0
(1 )t

t
e Lim t


       با عایگذاری مقیادیر نزدییک بیه صیفر بیرای ،t   خیواهیم

 داشی،
1

2

100

1000

1 ~ (1 1) 2

1 1 9
~ (1 ) 2.25

2 2 4

1 1
~ (1 ) ~ 2.7169

100 100

1 1
~ (1 ) ~ 2.718

1000 1000

t e

t e

t e e

t e e

   

    

   

   

 

 گیریم.می در نظر 2.7را به طور تقریبی م ادل  eدر مثاسبات م مولاً 

شود می همننین ثابی
0

1

!n

e
n





. 

ن یابد، عم یی این کشور ب د از ییک قیر  می % افزای 2عم یی کشوری هر سال مثال: 

 شود.می حدوداً چند برابر

عم یی اولیه این کشور باشد، مطابق فرض مسئله پس از گذشی ییک سیال    Aاگر حل: 

 عم یی آن برابر اسی با
2 1

%2 (1 ) (1 )
100 50

A A A A     
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 و ب د از گذشی دو سال،

21 1 1 1
(1 ) %2 (1 ) (1 )(1 %2) (1 )

50 50 50 50
A A A A         

1001شود می سال 100طور مشابه پس از ه و ب
(1 )

50
A . 

1از آنجا که 
(1 )x

x
e Lim

x
  ،پس 

2

100 50 21 1
(1 ) (1 ) ~ ~ 7.39

50 50
e

 
   

 
 

 بنابرین عم یی این کشور پس از گذشی یک قرن تقریباً برابر اسی با

100 21
(1 ) ~ ~ 7.39

50
A A e A  

 ،تر این ضریب تا سه رقم اعشار برابر اسی باقابل توعه اسی که مقدار دقیق

1001
(1 ) 7.245

50
  

 ابر زیر را ت یین کنید.ت ریف تدامنه مثال: 

1و 1 ( )y Ln x  

 :حل 
1

1 ( ) 0 , 0yD x R Ln x x     
1 ( ) 0 ( ) 1 ( ) ( )Ln x Ln x Ln x Ln e       

 اکیداً ص ودی اسی پس Lnو چون 

 
1

0 0,yx e D e     
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 تابع نمایی
 تعریف: تابع نمایی

 آن را expد نامیم و به اختصیار بیا نمیا   می تابر نمایی خاصوارون تابر لگاریتم طبی ی را 

 دهیم.می نشان

LnRاکیداً ص ودی پس یک به یک و همننین  Lnتابر توضیح: R  پس پوشاسی و

اسی.پذیر در نتیجه وارون

exp

Ln

R R



 

 خواص تابع نمایی

1) 

exp exp

0

, exp 0

(1) 0 exp(0) 1

( ) 1 exp(1)

( ) exp( ) 0

( ) exp( )

Ln Ln

xx

x x

D R R R D R

Ln

Ln e e

Lim Ln x Lim x

Lim Ln x Lim x







 

     

  

  

  

   

 

 
2) 

exp

: , 0: ( ) ( ) ( ) exp( ) exp( ) exp( )

Ln

x y Ln x y Ln x Ln y x y x y


          


 

exp

exp( )
: , 0 : ( ) ( ) exp( )

exp( )

Ln

x x
x y Ln Ln x Ln y x y

y y


        


 

0 : ( ) ( ) exp( ) (exp( ))x Ln x Ln x x x      
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3) 
0 : (exp( ( ))

: ( (exp( ))

x Ln x x

x Ln x x

 

 
 

)exp)اگییر از طییرفین رابطییه   ))Ln x x    مشییتق بگیییریم بییا اسییتفاده از قاعییده

 )مشتق تابر مرکب( خواهیم داشی:ایزنجیره
( (exp( )) ( ) (exp( )) exp ( ) 1

1
exp ( ) 1 (exp( )) exp( )

exp( )

(exp( )) exp( )

Ln x x Ln x x

x x x
x

u u u

      

     

   

 

 مثال:
2 2(exp( )) exp( ) 2

(exp(sin( ))) exp(sin( )) cos( )

x x x

x x x

  

  
 

fو پذیر مشتق Rروی  fثابی کنید اگر تابرمثال:  f  باشد آنگاهf ضریب ثابتی از

 تابر نمایی اسی.

expfبایید ثابیی کنییم    حل:  K    کیه در آنK       ییک ضیریب ثابیی اسیی و چیون

exp 0 کنیم می ثابی
exp

f .تابر ثابی اسی 

)برای این کار کافی اسی نشان دهیم ) 0
exp

f
 . 

2 2

exp exp exp exp
( ) 0
exp (exp) (exp)

f f f f f      
    

K عدد ثابی exp
exp

f
K f K     

 

(exp)همننین از اینکه  exp  :داریم 

  Kxdxx )exp()exp(
 

 


 K
a

bax
dxbax

)exp(
)exp(

 
)expمتوسط تابر مثال:  )y x  را بر بازه ( ) , ( )Ln a Ln b    ت یین کنید، هیر گیاه

0b a  .باشد 
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 حل: 
( )

( )

( )
exp( ) exp( )

( )

( ) ( )
( )

exp( ( )) exp( ( ))

( ) ( )

Ln b

Ln a

Ln b
x dx x

Ln a
y

bLn b Ln a
Ln

a

Ln b Ln a b a

b b
Ln Ln

a a

 


 
 



 

0xو همننین از اینکه برای هر  ،exp ( )o Ln x x :داریم 

exp ( ) exp( ( )) exp( )x x x xo Ln e e xLn e e x e     

 تر تابر نمایی، تاب ی اسی با دستور زیر: به عبارت ساده

exp :

exp( ) x

R R

x e




 

 مثال: 

 دستور فوق مرور کنید. خواص تابر نمایی را با
0 1

( )

0 , 1 , , 0 ,

( )

: 0

( ) :

( ) , ( ) ,

x x x

x x

x y x y

x
x y

y

x x

Ln x

x

x x u u x x

e e e e Lim e Lim e

e e e

e
e

e

e e

e x x

Ln e x x

e e e e u e dx e K

 

 





     

 





  

 

      

 

شود می ثابینکته: 
x

x

e
Lim

x 
   برای هر. 

 مثال:  

xyهایمساحی ناحیه مثدود بین منثنی e  وxy e   1و خطوط عمودیx  

2xو   .را به دسی آورید 
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 حل: 

 
واحد سطح

2
2

21

2 2 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

x x x x x xS e e dx e e e e e e
e e

             

 مثال:
x x

x x

x

e e
Lim

e e










 

xبا توعه به اینکه حل: 

x
Lime


   0وx

x
Lime


  در حد فوق به حالی مبهم،


 

خوریم و اگر قانون هوپیتیال را مسیتقیماً بیرای عبیارت     می بر
x x

x x

e e

e e








بکیار ببیریم   

دوباره به حالیی 


در عبیارت   

x x

x x

e e

e e








)حالیی   رسییم و ایین فرآینید   میی  


( تیا  

به  ر عبارت رایتال ظاهین قبل از بکار بردن قانون هوپبنابرشود، می نهایی مرتبه تکراربی

 کنیم ی نیمی تر تبدیلشکلی ساده

2

2

1

1

1 1

x
x x xx

x x x
x

x

e
e e ee

e e e
e

e






 

 
 



 

2 2

2 2

1 2
1 1

1 2

x x x x

x x x xx x x x

e e e e
Lim Lim Lim Lim

e e e e



   

  
   

  
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0aبرای هر  aتابع نمایی در پایه نمایی عام یا تابع 1وa  
 aتعریف: تابع نمایی عام یا تابع نمایی در پایه 

یا تیابر نمیایی    aیک عدد مثبی غیر از یک باشد، تابر زیر را تابر نمایی در پایه  aاگر 

 نامیم.می عام

exp :

exp ( )

a

x

a

R R

x a




 

 aخواص تابر نمایی عام یا تابر نمایی در پایه 

1) 
0 1

,

: 0 , 1 ,

y y

x

x

D R R R

a a a a

 

   
 

2) 

( )

x y x y

x
x y

y

x x

a a a

a
a

a

a a 





 





 

3) 
 

exp ( )
xLn ax

a x a e  

0زیرا برای هر  x ،exp ( )o Ln x x  در این رابطه به عایو اگرx   قرار دهییم
xa:داریم ، 

   

( )

( )

: exp ( ) exp( ( ))

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

x x x xLn a x

xLn ax xLn a x

u u

x
x

x o Ln a a xLn a a e a

a e e Ln a a Ln a

a a Ln a u

a
a dx K

Ln a

     

     

    

  

 

 مثال:
1 1

1 0

13 3
(3 3 ) 2 (3 3 ) 2

0(3) (3)( 1)

x x
x x x xdx dx

Ln Ln


 


     

  

12 1 2 1 16 16
(3 ) (3 )

0(3) 3 ( 3) 3 3 (3) (27)

x

xLn Ln Ln Ln
     
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4) x

x
Lim a


 

a 1باشد،اگرمی یک عدد ثابی و مثبی غیر از واحدa پس( )Ln a 0:و داریم 
( )

( ) 0

x xLn a x

x x x

x xLn a x

x x x

Lim a Lim e Lim e

Lim a Lim e Lim e

  

  

   

  
 

)پس a>0<1ولی اگر ) 0Ln a   خواهیم داشی:و 
( )

( )

0x xLn a x

x x x

x xLn a x

x x x

Lim a Lim e Lim e

Lim a Lim e Lim e

  

  

  

   
 

 مثال: 

1 1

0 0

2 , 2 0

3 , 3 0

1 1
( ) 0 , ( )
4 4

x x

x x

x x

x x

x x

x x

Lim Lim

Lim Lim

Lim Lim

 

 

 

 

  

  

  
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)تابع لگاریتم عام یا لگاریتم در پایه  1 , 0 )a a a  

xyدر تییابر a  دیییدیم کییه( )xy a Ln a   1، اگییرa  ،0y    ًو تییابر اکیییدا

0ص ودی و اگر  1a  ،( ) 0Ln a   0پسy      و این تابر اکیداً نزولیی اسیی، در

 اسی.پذیر هر دو حالی تابر اکیداً یکنواسی پس یک به یک و وارون

 aلگاریتم عام یا لگاریتم در پایه تعریف: تابع

 aرا تابر لگیاریتم در پاییه   expaمثبی غیر از یک باشد، وارون تابریک عدد ثابی aاگر

 دهیم.می آن را نشان logaمیم و با نمادنامی و یا تابر لگاریتم عام
exp

log

a

a

R R 



 

 aخواص تابع لگاریتم در پایه 

1) 

 
log exp

log exp

1log 0 , log 1

a a

a a

a

a a

D R R

R D R

 

 

 

 

2) 

 

log ( ) ( ) ( )

( )
log ( ) ( )

, 0 : log log

, 0 : log log log

a

a

x y x y

a a a

x

x yy

a a a

x y log

x y

      

      
 

( ) ( )0: log logx x

a ax


  ضریبlogaتوان 

3) 

( )

( )

log

log

0

x

x
a

a

a x x

a x x

 

  
 

 تا عای ممکن ساده کنید.زیر را های حاصل عبارتمثال: 
3(0.001) (10 )

10 10log log 3


   
1

2(2) ( 4 ) (4 )

4 4 4

1
log log log

2
   

  sin
2 (2)

4 4

1 cos( )
(log ) (sin( ) log ) (sin( ) )

2 2

x x
x x     
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4

2 2

(16) (2 )

2 2 2 2 2 2log (log (log (log ))) log (log (log (log )))  

2

2 2 2 2

(4) (2 ) (2) 1

2 2 2 2 2log (log (log )) log (log (log )) log (log ) log 0    

همننین در فرمول
( )log x
aa x   0برای هیر x    اگیر از طیرفین رابطیه ،Ln   بگییریم

 داریم:
( )log ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) log ( ) log
( )

x
a x x

a a

Ln x
Ln x Ln a Ln x Ln a

Ln a
      

( )

2

( )
log

(2)

x Ln x

Ln
 

( )

10

( )
log

(10)

x Ln x

Ln
 

( ) ( )

1 3

3

) ( )
log log

1 (3)
( )
3

x xLnx Ln x

Ln
Ln

   


 

2
3 4

2 3

(3) (4) (4) (2 ) 2 (2)
log log 2

(2) (3) (2) (2) (2)

Ln Ln Ln Ln Ln

Ln Ln Ln Ln Ln
       

( )

1
( ) 1

log ( )
( ) ( ) ( )

x

a

Ln x xy y
Ln a Ln a xLn a

      

( ) /(log )
( )

x

a
x Ln a

 
1 

( )(log )
( )

u

a

u

u Ln a


  

 مثال: 

(cos(2 ))

3

2sin(2 ) 2 (2 )
(log )

cos(2 ) (3) (3)

x x tg x

x Ln Ln

 
   

 

1
(1 )

(1 ) ( )

1
0

0

log 0 1

0

x
x Ln a

a

x

x

Lim Lim
x Ln a








  

ییر  توان به کمک مفهوم مشیتق بیه روش ز  می البته مثاسبه حد در مثال فوق راتوضیح:

 نیز انجام داد.
(1 ) (1 ) (1)

(1 ) 1

x x

a a aLog Log Log

x x

  


 
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(1 ) (1 ) (1)

0 0

log 1 1
(log ) (1)

1(1 ) 1 ( ) ( )

x x

a a a
a

x x

Log Log
Lim Lim

xx x xLn a Ln a

 

 


    

 
 

 مثال: 

(1 sin( ))

2

20 0

cos( )

log 0 1(1 sin( )) (2)

( ) 0 1 ( ) (2)

x

x x

x

x Ln
Lim Lim

tg x tg x Ln



 


 


 

5) 
( ) ( )

0
log ? , log ?x x

a a
xx

Lim Lim
 

  

aاگر 1  ،باشد( ) 0Ln a  ،پس 

( ) ( )
log ( )

( )

x

a
x x x

Ln x
Lim Lim Lim Ln x

Ln a  
    

( )

0 0 0

( )
log ( )

( )

x

a
x x x

Ln x
Lim Lim Lim Ln x

Ln a    
    

0و اگر  1a   ،باشد( ) 0Ln a  ،پس 

( ) ( )
log ( )

( )

x

a
x x x

Ln x
Lim Lim Lim Ln x

Ln a  
     

( )

0 0 0

( )
log ( )

( )

x

a
x x x

Ln x
Lim Lim Lim Ln x

Ln a    
     

 مثال: 
( ) ( )

2 1

3

log , logx x

x x
Lim Lim
 

    

( ) ( )

2 1
0 0

3

log , logx x

x x
Lim Lim

  
    
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 تابع توان در حالت کلی

)دو تابر باشند، تابر  gو  fاگر  )( )g xy f x توان ت ریف کیرد کیه در آن هیم    می را

 باشند.می پایه و هم توان هر دو در حال تغییر

 این تابر عبارت اسی از، ت ریف دامنه

   ( ) 0 ( ) 0y f g f g fD D D x D f x D x D f x         

xyدر تابر مثال:  x  ،دامنه ،R  باشد و در تیابر  می cos
sin( )

x
y x   ،دامنیه ،

sinاسی که  Rنقاطی از  0 مثل بازه ، 0,. 

gyتابر  f  مشابه تابر توان در پایه عدد ثابیaشودو برای حد و مشتق می ،ت ریف

  و انتگرال آن از فرمول تابر نمایی استفاده کنیم. ی نی،

   

 ( ) ( )exp ( ) exp( ( ))g g gLn f g gLn ff o Ln f gLn f e f e     

 مثال: 
( )x xLn xy x e  

cos( ) cos( ) (sin( ))sin( ) x x Ln xy x e  

( ) ( ) 1
( ) ( ) ( ( )) ( ( ) ) (1 ( ))x xLn x xLn x x xx e e xLn x x Ln x x x Ln x

x
          

cos( ) cos( ) (sin( )) cos( ) (sin( ))(sin( ) ) ( ) (cos( ) (sin( )))x x Ln x x Ln xx e e x Ln x      

cos( ) cos( )
sin( ) ( sin( ) (sin( )) cos( ) )

sin( )

x x
x x Ln x x

x
     

2
cos( ) cos ( )

sin( ) ( sin( ) (sin( )) )
sin( )

x x
x x Ln x

x
   

 کنیم.می به صورت زیر عمل gfبنابرین در مثاسبه مشتق تابر 
  ( )( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

gLn fg gLn f gf e e gLn f f gLn f       
)و همننین در مثاسبه حد این تابر ی نی  )( )g x

x c
Lim f x


ییا ییک عیدد     c ،، اگر  

 حقیقی باشد،
( ) ( ) ( ( ))( )g x g x Ln f x

x c x c
Lim f x Lim e
 

  

)باید اول  ) ( ( ))
x c
Lim g x Ln f x


 را در صورت وعود ت یین کنیم. 

)اگر  ) ( ( ))
x c
Lim g x Ln f x


  نویسیم:می عواب حد راباشد بر حسب 
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 یک عدد حقیقی باشد پس حالی اول: اگر 
( )( )g x x

x c x
Lim f x Lim e e
 

   

حالی دوم: اگر   ، 
( )( )g x x

x c x
Lim f x Lim e
 

   

حالی سوم: اگر   ، 
( )( ) 0g x x

x c x
Lim f x Lim e
 

  

)که و در صورتی ) ( )
x c
Lim g x Lnf x


 حد ندارد. cنیز در gfموعود نباشد پس تابر 

 مثال: 
1 1

( )Ln x
x x

x x
A Lim x Lim e

 
  

0

0

1 ( )
( ) 0 1x

x x x

Ln x
Lim Ln x Lim A Lim e e

x x  
      

 مثال: 
1

(1 )1
(1 )

xLn
x x

x x
B Lim Lim e

x



 
   

2

2

1

1 1
(1 ) 1

1
(1 )

1 1x x x

x

Ln
x xLim xLn Lim Lim

x

x x



  



 

  


 

1

1
1

1
1

x

x x
Lim B Lim e e

x

 
    



 

 یک عدد حقیقی ثابی باشد، aشود اگر می مشابه مثال فوق اثباتتوضیح:

(1 )x a

x

a
Lim e

x
  

 به کمک قاعده فوق حدود زیر را حساب کنید.مثال: 

14
(1 )x

x
Lim

x




    21و

(1 )
6

x

x
Lim

x
 

 حل:
1 2 1

2 2 26 6 3

3

1

1 16(1 ) ((1 ) ) ( )
6

x x

x x
Lim Lim e e e

x x e

  


 



       
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 مثال:

 
1 4 44 4 1 1

(1 ) (1 )
4 1 0

1

x x

x x x
Lim Lim Lim e e

x x

x



  
      




 

1 1
( )

0 0

Ln x
x x

x x
A Lim x Lim e

  
  

0

1
( ) 0x

xx
Lim Ln x A Lim e

x 
     

 مثال:

 

1
sin( ) ( )

sin( ) sin( )2sin( ) ( )
( ) ( ) 2( )

x Ln x
x xx Ln x

Ln x Ln xLn x

x x x x
Lim x Lim e Lim e Lim e



   
   

از آنجا که 
sin( )

2

x

x
Lim


 وعود ندارد پس حد فوق نیز وعود ندارد. 

 

 تمرین

1اگر  .1
( )

1

x
f x

x





 ،1 3

( ) ( )
2

f      1را به دو روش متفاوت )به کمیک ضیابطهf   و

 به کمک قضیه مشتق تابر م کوس( ت یین کنید.

 مطلوب اسی  .2

   3 5

31

1 ( )
, (sin( 1)) , ( (3 ))

3 2x

x Ln x
Lim Ln x Ln tg x

x x

   


 
 

0xثابی کنید در نزدیکی نقطه  .3  ،(1 ) ~Ln x x . 

 .Ln(9.8)مطلوب اسی  Ln(7)و  Ln(5)با داشتن  .4

 ساده کنید.مکن های زیر را تا عای مبه کمک خواص لگاریتم عبارت .5

3 23 1 ( 1)Ln x Ln x    8)و 4) 2 (2)Ln x Ln  و

1
(35) ( )

7

(25)

Ln Ln

y
Ln



 

 نام ادله زیر را حل کنید. .6

( 1) 2 ( 1)Ln x Ln x   
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 مشتق توابر زیر را مثاسبه کنید. .7

( ( ))y Ln Ln x  و( )

1 ( )

xLn x
y

Ln x



2و  4( ( ))y x Ln x 

3

( )
x

x
y Ln t dt   و

5

20

( 1)

( 2)

x
y Ln

x





 

 های زیر را ثابی کنید.به کمک قضیه مقدار میانگین برقراری نامساوی .8

,

cos( )
: 0 : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 cos( )
tg Ln tg 

 
       


        (1) 

: : cot ( )( ) (sin( )) 0
2 2

n x g x x Ln x
 

     (2) 

1
: 0 1: ( )

1
n

x x
x Ln

x x


   


(3) 

: 0 : ( 1 )
1

n

x
x Ln x

x
   


(4) 

 ص ودی و نزولی توابر زیر را ت یین کنید. هایبازه .9
2

2

2 ( )

(1 )

2

( )

y x Ln x

y Ln x

x
y

Ln x

y Ln x

 

 





 

 های زیر را حل کنید.انتگرال .10

2

1

2 ( )Ln x dx

x  وcsc( )x dx  وcot( )x dx 

4

2 1

x dx

x 
  و( )Ln x dx

x  و
23sec ( )

6 3 ( )

x dx

tg x  و
16

2 2 ( )

dx

x Ln x
 

 گیری لگاریتمی(.به کمک خواص لگاریتم مشتق توابر زیر را حساب کنید )مشتق .11

3
2

( 2)

1

x x
y

x





)sinو   )

sec( )

x x
y

x
  2و 2( 1) ( 1)y x x   

5( 1)( 1)
( )
( 2)( 3)

x x
y

x x

 


 
)sinو   )xy x 

x

: 
x

: 
x

: 
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 حل کنید. xم ادلات زیر را بر حسب  .12

0.001 1000xe     و
2 2 1 1x xe e    (0.2)و 0.4xLne  

)نمودار  .13 )y Ln x  پیذیری ایین تیابر در نقطیه     را رسم کرده و سپس در مشیتق

1x  .تثقیق کنید 

 د.های داده شده ت یین کنیازههای زیر را بر بمنثنی طول .14

)secالف: منثنی )y Ln x 0بر بازه,
4

 
 
 
. 

)cosب: منثنی  )y Ln x 0بر بازه,
4

 
 
 

 به کمک قسمی )الف(. 

)م ادله خط مماس بر نمودار  .15 )y Ln x گذرد چیسی؟که از مبدأ می 

16. cot ( )

0
(1 ) g x

x
Lim x


   . 

1نام ادله  .17 ( 1) ( )Ln x Ln x   .را حل کنید 

 مشتق توابر زیر را حساب کنید. .18
2

4
( )

x

x

e

e
y Ln t dt   و( )

1

x

x

e
y Ln

e



3)و   )xy Ln xe   و

2

cos( )xy e  

2sin( ) 4xy e   2و ( )x Ln xy e   وexp( )xy e  1و

1

x

x

e
y

e





 

 ر زیر را مشخص کنید.های ص ودی و نزولی تواببازه .19
2 , 5x xy x e y e x   

ر گییری لگیاریتمی ثابیی کنیید تیاب     به کمک مشتق .20
2

22

xe
y

x


   عیواب م ادلیه ،

دیفرانسیل 
2

2 xxy y e    باشد.می 

xyم ادله خط مماس بر منثنی  .21 e    2که بر خیط 5x y     عمیود باشید را

 ت یین کنید.
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xyای منثنی یین کنید تثی چه زاویهت .22 e مثور ،yکند.ها را قطر می 

با فرض آنکه  .23
2

1

0
( )

00

x xef x
x

 
 



)1، مطلوب اسی  ) (0)f  . 

f:با فرض آنکه  .24 R R  تاب ی با دستور
3

2

0
( )

x x
tf x e dt


  ،باشد 

 پذیر اسی.وارون fاولاً: ثابی کنید

)1ثانیاً: ) (0)f   .را در صورت وعود ت یین کنید 

حوزه پیوستگی تابر  .25
1

1

1
x

x

y

e 





 را ت یین کنید. 

 حدهای زیر را در صورت وعود مثاسبه کنید. .26
2

2

1

40 0

0

0 0

(1 ) cos( )
, , ,

1 1
, , ( )

1

x x

x

x x x

x
t

x x

x x xx x x

Ln e e x
Lim Lim e Lim

x x

e dte e
Lim Lim Lim

e e x x e

  




  

 




 


 

 .حل کنیدهای زیر را انتگرال .27

cot ( ) 22

4

(1 )csc ( )g xe x dx


   وsin( )2

6

2 )cos( )xe x dx


 

(3)

(2)

Ln
x

Ln
e dx  و

1 (1 ( ))

e dx

x Ln x  و
2 6 3( 3) x xx e dx  

2xxe dx

  و
2xxe dx 

3 1

1

x

x

e
dx

e



  و
1x

dx

e    و
1

x

x

e dx

e  

2تاب ی پیوسته و غییر پاییا )تیابر ثابیی نباشید( و       fاگر .28

0

( )
( )

1

t
x

t

f t e
dt f x

e 


 

 .ت یین کنیدطور دقیق بهرا  fضابطه
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 به کمک استقرای ریاضی ثابی کنید. .29
2 3

0 , : 1 .....
2! 3! !

n
x x x x

x n N e x
n

          

 مشتق توابر زیر را حساب کنید. .30

( ) ( )

25 5log log
xe xy    و

2( ) ( )

4 4log logx xy    5)و )

2log xy   5و xy  

4 23log (log )xy  

 حساب کنید.در صورت وعود زیر را  حدهای .31

1 10 1
1

(2 ) 1 1
, , 3

3
2 2 1 7

x

xx x x
x x

Ln e
Lim Lim Lim
  






 

 

()با شرط 
1

0 0

2 1
, ( 1) ,

1 1

x x x

x

x x x

a b
Lim Lim x a Lim

xx  

 


 
 

2ثابی کنید م ادله  .32 1xx  .یک ریشه مثبی کمتر از واحد دارد 

 های زیر را حل کنید.انتگرال .33

3

3 3

x

x
dx

  و
2

2x

x dx  3وx xe dx  و
3

1
5x dx

  و
1

xe dt

t 

2 1x

x

a
dx

a


  و

( )
4

2

1

log x

dx
x  و

2

2

( )

( )

2

1 2

x

x

x
dx


 

(10.21)به کمک مفهوم دیفرانسیل، تقریبی از  .34

10log .را حساب کنید 

و  3logxو  2logxهای نمودار تقریبی تابر .35
1

3

logx   را )به کمک نمیودار( )y Ln x) 

 رسم کنید.

 مطلوب اسی .36
1

( ) , ( ( ) )xxx tg x  . 

xyنمودار تابر  .37 x .را به طور دقیق )با ذکر همه مراحل( رسم کنید 

0a b 
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)نمودار تابر  .38 ) 1n n

n
f x Lim x


   0را برایx .رسم کنید ، 

f:تیابر   پییذیریمشیتق اولاً: در  .39 R R بییا دسییتور
1

2

0
( )

0

x xxf x
xx

 
 



در 

0xنقطه   .تثقیق کنید 

 در صورت وعود کدامند. Rروی  fثانیا:ً نقاط اکسترموم

 د.ی مشتق توابر زیر را حساب کنیگیری لگاریتمروش مشتقکمک به  .40

sin( )xy x  و( )( ( ))Ln xy Ln x  وsin( )xy x  و( )xy x 

 پاسخ حدهای زیر را در صورت وعود ت یین کنید. .41

2
( )

1

x

x

x
Lim

x





و  

1

1

1

x

x

Lim x






و  
2

0

( ( ))

(sin( ))
x

Ln x
Lim

Ln x


و  
2

0

( 1)

sin( )

x

x

e
Lim

x x


 

1 12

0 0

1 2 3
( ) , ( ) , sin( ) ( ) ,

2 3 4

x
x x x

x xx x xx

x x
Lim e x Lim Lim x Ln x Lim

x   

 


 
 

2( )

1
0

, , (1 )
x

x

xx xx
x

e x a
Lim Lim Lim

xe x
e

  
 

1

2

1 1 2 3 ( )
(1 ) , ( ) , ( ) , (1 )

1 2 1

x x x x

x x x x

x x Ln x
Lim Lim Lim Lim

x x x x



   

 
 

 
 

2

2

2

1

(2 )0

0
0 4

1
(1 sin(2 )) , , ( )

x

t

x

tg xt

xx x
x

e dt

Lim t dt Lim Lim tg x
x e  






  

2

11 1
(1 )( ) ( 1)

0 0

2

( )
( ) , ( ) , ( ) ,

xLntg x Ln ex x

x x xx

tg x
Lim Lim tg x Lim Ln x Lim x

x  




  

 

sin( ) ( ) cot( )

0 0

2 2

1
( ) , sin( ) , ( ) , ( )x tg x x n

x xx x

Lim Lim x Lim tg x Lim x Ln x
x  

    

 

 ت یین کنید. xرا بر حسب yدر م ادلات زیر مجهول  .42
2 23 3 ( ) , 9 , ( 1) ( )y yLn x e x Ln y x Ln y     



 119توابر مت الی   : سومفصل  

 

 توابع مثلثاتی معکوس

هیا  آن در این قسمی توابر مثلثاتی م کوس را از لثاظ دامنیه و بیرد و نمیودار و مشیتق    

هیای  مطالیب را در بییان برخیی از انیواع روش    کنیم و در فصیل ب یدی ایین    می بررسی

 بندیم.  می از عمله تغییر متغیر مثلثاتی و انتگرال تابر گویا به کارگیری انتگرال

 تابع سینوس معکوس

 

 
1

sin

sin

, 1,1
2 2

 



 
    

 

1sin ( ) sin( )y x x y   

 .یمگیراز دو طرف رابطه بالا مشتق می

1 cos( )y y   

1

cos( )
y

y
   

2 2cos( ) 1 sin ( ) 1y y x       

تابر، یک به یک بودن شرط اسی پس قسمتی از ییک دوره  پذیری از آنجا که برای وارون

باشید بیه طیور مثیال ربیر اول و      میی  که در آن تابر سینوس یک به یک sinتناوب تابر 

,بازهچهارم ی نی 
2 2

  
 
 

ی نیی   sinگیریم و در این حالی م کوس تابر می را در نظر 

1sin  را با نمادArcsinتوانستیم برای حفظ یک بیه  می دهیم بدیهی اسی کهمی نشان

3یک بودن تابر ربر دوم و سوم ی نی بازه 
,

2 2

  
 
 

 را نیز در نظر بگیریم، در ایین حالیی   

که بیرای دامنیه تیابر    ای دهیم، به طور کلی هربازهمی نشان arcsinرا با نماد  1sin تابر
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sin 1و یا برد تابرsin    ًبه کار ببریم نیه لزومیا[ , ]
2 2

 
،  نمیادarcsin    بیرای بییان تیابر

1sin شود.می استفاده 

، واضح اسی که در ربر اول و چهارم 1sinحال با توعه به دامنه فوق در م رفی تابر 

 باشد بنابرینمی مقدار کسینوس مثبی

2

2

1
cos( ) 1

1
y x y

x
   


 

1

2

1
(sin ( ))

1
x

x

  


 

1

2
(sin ( ))

1

u
u

u

 
 


 

 مثال: 

1

1 2 22

3 20 0 0

1
1

sin ( ) 0 0 ((1 ) )1

0 3 0 6x x x

x x xx
Lim Lim Lim

x x x




  


 

  

3

2 2

2 30 0

1
( 2 )(1 )

1 12

6 66 (1 )x x

x x

Lim Lim
x x



 


  

  


 

 همننین،

1 1

2 2

1
(sin ( )) sin ( )

1 1

dx
x x K

x x

     
 

  

 ( داریم:a، )ثابی و مثبیaشود برای هر عدد ثابیمی و به راحتی ثابی

1

2 2
sin ( )

dx x
K

aa x

 


  

 مثال: 

1
2 2

3 3

2 2 20 0

3
2sin ( )

2
3

34 9 2 (3 )
0

x
dx dx

x x



 
 

   

1 1

1 1

2 2
3 sin ( ) sin (0)

1 3 2[sin ( ) sin (0)]
3 2 3

 

 

 

    
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1منظور از  2
sin ( )

2

اسی در ربر اول یا چهارم کیه سیینوس آن برابیر    ای ، ی نی زاویه

2

2
باشد ی نی زاویه  

4

  1و منظور ازsin (0)اسیی  در ربر اول ییا چهیارم   ای ، زاویه

 که مقدار سینوس آن برابر صفر باشد ی نی زاویه صفر، بنابرین،

0
4

3 12
I






   

 مثال: 

24

dx
I

x x



 

 حل:  
2 2 2 2 24 ( 4 ) ( 4 4) 4 ( 2) 4 4 ( 2)x x x x x x x x                     

 

1

2 2 2

2
sin ( )

24 ( 2) 2 ( 2)

dx dx x
I K

x x

 
    

   
   

 مثال: 

24 2 3

dx
I

x x


 
 

 حل: 

2 2 2 22 2 1 1 1 1
4 2 3 4 3( ) 4 3( ) 4 3 ( )

3 3 9 9 3 9
x x x x x x x

 
              

 

2 2 2 2 21 1 13 1 13 1 13 1
4 3( ) 3( ) 3( ( ) ) 3(( ) ( ) )

3 3 3 3 9 3 3 3
x x x x             

1

1

2 2

3 11
sin ( )

1 1 133sin
3 3 13 313 1( ) ( )

3 33

x
x

dx
I K

x





 
 

     
 
  
 

 
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 تابع کسینوس معکوس

کسینوس قسمتی از دوره تناوب آن مثلاً بیازه برای یک به یک بودن تابر  0,   ی نیی

م کیوس   در این حالی ،گیریم و به طور مشابه تابر سینوسمی ربر اول و دوم را در نظر

 دهیم بنابرین،می نشان cosArcآن را با نماد 

   
1

cos

cos

0, 1,1







 

 
 مثال:  

1

1
cos ( )

x
Lim x 






 

1

2

1
(cos ( ))

1
x

x

 
 


 

 زیر برابرند.های ثابی کنید تواب ی با ضابطهمثال: 
1

1 cos ( )y x  

1

2 sin ( )
2

y x
    

1

3 sin ( )
2

y x
     

اگر قرار دهیمحل:   
1( ) cos ( )f x x 

1( ) sin ( )
2

g x x
   

1( ) sin ( )
2

h x x
    

نیز یکسانند hو fشود توابرمی برابرند و به طور مشابه ثابی gو fکنیم توابرمی ثابی

 بنابرین هر سه تابر برابرند.
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 : gو  fبرای اثبات تساوی دو تابر

 اولاً:   

 
 

1

1

coscos

sinsin

1,1

1,1

f

f g

g

D D R
D D

D D R





    
 

    
 

 ابطه مشیتق دو تابر برابرند برای این کیار از هیر دو ضی   های باید ثابی کنیم ضابطه :ثانیاً

 گیریم.می

1

2

1

2

1
( ) (cos ( ))

1
( ) ( )

1
( ) ( sin ( )) 0

2 1

f x x
x

f x g x

g x x
x







 
   

 
  

    
 

 

fچون  g  پس توابرf وg  حداکثر در عدد ثابتی مانندK با هم متفاونند ی نی ،

f g K  0ثابی کنیم  برای اثبات تساوی کافی اسیK . 

1 1( ) ( ) cos ( ) sin ( ) : 1 1
2

f x g x K x x K x
           

0xدهیم مثلاً می مقدار x، بهKبرای یافتن :داریم ، 

1 1cos (0) sin (0)
2

K
     

1cosمنظور از  (0)در ربر اول یا دوم مثلثاتی اسی کیه مقیدار کسیینوس آن    ای ، زاویه

برابر صفر باشد ی نی 
2

 ،پس 

0 0 ( ) ( )
2 2

K K f x g x f g
 
          
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 تابع تانژانت معکوس
2( ( )) 1 ( ) 0tg x tg x     

اگیر   اسیی، بنیابرین  پیذیر  تابر تانژانی در هر دوره تناوب خود اکیداًصی ودی پیس وارون  

( , )
2 2

 
 در نظیر بگییریم،  به عنیوان دامنیه   یا به عبارتی ربر اول و چهارم مثلثاتی را 

 توان وارون این تابر را م رفی کرد.  می

 

1

,
2 2

tg

tg

R
 



 
 
 




 

1

2

1
( ( ))

1
tg x

x

  


 

1

2
( ( ))

1

u
tg u

u

 
 


 

1

2
( )

1

dx
tg x K

x

  


 

1

2 2

1
( )

dx x
tg K

a x a a

  
  

aیک عدد ثابی مثبی 

های مساحی ناحیه مثدود بین منثنیمطلوب اسی مثال: 
2

2

x
y   و

2

1

1
y

x



. 

 حل: 
 

2

2

2

2

12

1 21

1

x
y

x

x
y

x




 
 

 
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2 4 2 0x x     
2x t  2 که در آن 2 0t t    

( 2)( 1) 0 2 , 1t t t t         

2 20 1 1t x x x        
2 2 3

1 1
1 1

02 21 0

1 1 1
( ) 2 ( ) 2( ( ) )
1 2 1 2 2 3

x x x
dx dx tg x

x x




     

    

tg(1)1منظور از  ل یا چهارم مثلثاتی اسی که مقداردر ربر اوای ، زاویهtg  آن برابر

یک باشد ی نی 
4

بنابرین ، 

1 1
2( )

4 6 2 3
s

 
     

 زیر را حل کنید.های انتگرالمثال: 
2

64 2

x dx

x
1

2

( )

1

x x

x

e tg e
dx

e



 و
9

4 (1 )

dx

x x
  و

حل: 
2

64 2

x dx

x شود.می را حل کرده و دو مورد دیگر به عنوان تمرین واگذار 

2 2

6 3 2

1 1

2 2 2 2 ( )

x dx x dx
I

x x
 

    

3uدهیم می قرار x، 
2

2

3 2

1 3
3

2 3 2 ( )

x dx
du x dx I

x
   

 
3

1 1

2 2

1 1 1
( ) ( )

6 ( 2) 6 2 2 6 2 2

du u x
tg tg K

u

   


 

 مثال: 
20

sin( )

1 cos ( )

x x
dx

x



 

,0در قسمی تغییر متغیر قبلاً گفتیم اگر بازه حل: 
2

 
 
 

یا   0, مثلثیاتی   و تابر زیر انتگرال

باشد، گاهی تغییر متغیر
2

u x


   مفید اسی، در این مثال با قرار دادنu x


 
2

، 

,
2

x u dx du


    
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2 2
x u

 
 


     

0 0
2 2

x u
 

     

2 2
2

22 2

( )sin( ) ( )cos( )
2 2 2( )

1 sin ( )
1 cos ( )

2

u u u u

I du du
u

u

 

 

  







  

   


 
   

2 2
2 2

2 2

cos( ) cos( )

2 1 sin ( ) 1 sin ( )

u u u
du du

u u

 

 



 
 

    

تییابر 
2

cos( )

1 sin ( )

u

u
تییابر زوج و  

2

cos( )

1 sin ( )

u u

u
تییاب ی فییرد و بییازه    uبییر حسییب  

,
2 2

  
 
 

 پس  اسی متقارن  

2 2
2 20

2

cos( ) cos( )
2

1 sin ( ) 1 sin ( )

u u
du du

u u

 





   2

2

2

cos( )
0

1 sin ( )

u u
du

u






 
   و 

2 2
2 20 0

cos( ) cos( )
2

2 1 sin ( ) 1 sin ( )

u u
I du du

u u

 


  
    

)sinدر این مرحله اگر  )t u  .را به عنوان متغیر عدید در نظر بگیریم 

1 1

2 2

sin( ) cos( )

cos( )
( ) (sin( ))

1 sin ( ) 1

t u dt u du

u du dt
tg t tg u

u t

 

   

   
  

2
1 1 1(sin( )) ( (sin( )) 0) (1)2

2 4 4
0

I tg u tg tg


  

             
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 تابع کتانژانت معکوس
2(cot( )) (1 cot ( )) 0x g x       این تابر در هر دوره تناوب خود اکییداً نزولیی ،

,0)اسی. اگر بازه پذیر پس یک به یک و وارون )    ی نی ربیر اول و دوم مثلثیاتی را در
 نظر بگیریم داریم:

1

cot

cot

(0, )

g

g

R






 

 
 

(cot ( ))g x
x

 
 



1
2

1
1

 

 مثال:

1

2 2
2

2

2 1 2
(cot ( )) ( )

21 1
1 ( )

1

x x
g

xx x

x

 
   

 




 

2
2

4 2 2 2 2 4 2

2 2

1 2(1 ) ( 2 )2 1
(2 2 )

1 2 4 (1 ) 1 2

(1 )

x x x
x

x x x x x x

x

    
   

     



 

2

2 2 2

1 2
2(1 )

(1 ) 1
x

x x

 
   

 
 

1ضابطه دقیق تابر مثال:  1 1
cot ( ) cot ( )y g x g

x

   .را ت یین کنید 

 کنیم.می اول دامنه تابر را ت یینحل: 

     cot 1 cot0 0 0y g gD D R R       

 از طرفی
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2 2 2 2 2
2

2

1 1 1 1 1 1 1 1
( ) 0

1 11 1 1 1
1 ( ) 1

y
x x x x x x

x x

     
         

   
 

 

0yبنابرین     بر 0R های ، ی نی بر بازه ,0  و 0,  تابر، تاب ی ثابی

 اسی پس،

0

0

A x
y

B x


 


 

 دو عدد ثابی هستند. Bو  Aکه در آن 

 دهیم.می مقدارxبه Bو  Aبرای یافتن اعداد ثابی 

1xاگر قرار دهیم    ،y A ی نی 

1 1cot (1) cot (1)
4 4 2

A g g
        

1xو اگر قرار دهیم    ،y B  ی نی 

1 1

0
1 3 3 3 2

( 1) cot ( )
31 4 4 2

0
2

x

B Cotg g y

x



  



 




        
  



 

  



 129توابر مت الی   : سومفصل  

 

 تابع سکانت معکوس

1تابر 
sec( )

cos( )
x

x
 ، هر عا واضح اسی کهcos( ) 0x  باشید، تیابر   پذیر وارون

sec( )x اسی. بنابرین مانند تابر پذیر هم وارونcos( )x  ربر اول و دوم بجیز ،
2

x


 

 کنیم.می اختیارپذیری را به عنوان دامنه این تابر در حوزه وارون

 از طرفی
1

cos( ) 1 sec( ) 1
cos( )

x x
x

    

 بنابرین

     
1

sec

sec

0, , 1 1,
2






 
     

 
 

 

1

2

1
(sec ( ))

1
x

x x

  


 

بدیهی اسی کیه چیون تیابر کسیینوس در ایین دو ربیر نزولیی اسیی پیس بایید تیابر            
1

sec
cos

  1تابر ص ودی ودر نتیجهsec  1هم ص ودی باشد و(sec ) 0   .اسی 

 مثال: 

1

22 2
2

1 1 1 1 1 1
(sec ( )) ( )

1 1 1 1 1
( ) 1

x x xx x

x x x x

  
     

 

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 : مثال

 1
2

2
2

3

cos sec ( )

1

x
dx

x x




  

1secاگر قرار دهیمحل : ( )u x 

2

1

1
du dx

x x



 

1

2

2
2

2 0 cos( ) sin( ) sin(sec ( )) 2
3 1

3

dx
x x du I u du u x

x x

         




 1 1 2
sin sec (2) sin sec ( )

3

  
   

 
 

1secمنظور از  (2)در ربر اول یا دوم که مقدار ای در رابطه بالا ی نی زاویهsec   آن برابیر

1و یا به عبارتی مقدار کسینوس آن برابر  2

2
باشد ی نی زاویه  

3

   و بطور مشابه منظیور

1از  2
sec ( )

3

 2کییه مقییدار سییکانی آن در ربییر اول یییا دوم ای ی نییی زاویییه

3
و یییا  

3کسینوس آن 

2
باشد که همان زاویه  

6

 باشد بنابرینمی 

3 1 3 1
sin( ) sin( )

3 6 2 2 2
I

  
      

از آنجا که  1

2

1
sec ( ) `

1
x

x x






 :، داریم

1

2
sec ( )

1

dx
x k

x x

 


 

1 1

1 12

sec ( ) : 0 sec ( ) : 1

sec ( ) : 0 sec ( ) : 11

x k x x k xdx

x k x x k xx x

 

 

    
  

       
 

0با فرض a 

1

2 2
1

1
sec ( ) 0

1
sec ( ) 0

x
k x a

dx a a

xx x a k x a
a a






  

  
     



  
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 تابع کسکانت معکوس

11مشابه ت ریف تابر
csc ,sec

sin

   هر عا کیه تیابر ،sin و ناصیفر باشید تیابر    پیذیر  وارون

هارم بدون چاین تابر ربر اول و پذیری اسی، بنابرین برای حوزه وارونپذیر کسکانی هم وارون

)sinکنیم و از طرفی چون می صفر را انتخاب ) 1x  پسcsc( ) 1x  بنابرین ، 

   
1

csc

, 0 ( , 1 1, )
2 2

csc

 



 
       

 

 

 1

2

1
csc ( )

1
x

x x


 



 

 : مثال

 1

2
2

1 1 2
csc ( )

2 2 4
( ) 1

2 2

x

x x x x




  

   
  



 

 .مطلوب اسی مقادیر زیر در صورت وعود:مثال

1 1
sec(sec ( ))

2

 

وعود ندارد زیرا 1 secsec

1
. ( , 1 1, )
2

D R U      

1 5 5
sec (sec( ))

4 4

   

1 1 1
sin sin ( )

3 3

   
 

 
 

1cos(cos ( 4))  
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وعود ندارد زیرا 1 coscos
4 1,1D R    . 

1 1
sin cos ( ) ?

2

  
 

 
 

1اگر قرار دهیم  1
cos ( )

2
 

 داریم : 

1
cos( )

2



 

 صرف نظر از علامی منفی در کسر، 

cos( ) 
ضلر مجاور به ∝

وتر

1

2
  

sin( ) 
ضلر مقابل

وتر

2 2( 2) 1 1

2 2


   

در ربر اول یا دوم قرار دارد و در این  ، انتهای کمان1cosاز طرفی طبق ت ریف تابر 

)cosمثال چون  ) 0   پس انتهای کمان در ربر دوم قرار دارد اما در این ربر علامی

sin مثبی اسی پس 

11 1 1
sin( ) sin cos ( )

2 2 2
   

   
 

 

1 1
cot (sin ( )) ?

2
g  

  

1اگر قرار دهیم  1
sin ( )

2
 

  1داریم
sin( )

2



  ،و صرف نظر از علامی کسر 

1

2


ضلر مقابل

وتر
sin( )  

cot ( )g  
ضلر مجاور

ضلر مقابل

2 22 1
3

1


   



 133توابر مت الی   : سومفصل  

 

sinگیریم در اینجا چونمی ، ربر اول و چهارم را در نظر1sinازطرفی برای تابر 0 

cotدر ربر چهارم قرار دارد ی نی پس انتهای کمان 0g پس 

1 1
cot (sin ( )) 3

2
g  

  

 

 تمرین

 حدهای زیر را حساب کنید. .1

1 2

1 20

sin ( )

(sin ( ))x

x
Lim

x




 , 1

1
sin ( )

x
Lim x






 ,  

2

1
1

1

sec ( )x

x
Lim

x 



  ,  

1

20

2 (3 )

7x

tg x
Lim

x




 

1

1

csc ( )
x

Lim x






,  
 

1sec ( )
x

Lim x

 

 

 مشتق توابر زیر را حساب کنید. .2

1 1 2 1 1 1 1
sin (1 ) , ( 1) csc ( ) , (cot ( )) , sec ( )x tg x x Ln g x

x

       

1sin (cos( ))x  , 1

2

2
sin ( )

1

x

x




 

1ماکزیمم و مینیمم مطلق تابر  .3 2cos ( )y x  را بر بازه
1 1

,
2 2

 
 
 

 ت یین کنید. 

1حوزه پیوستگی تابر  .4 1
( )y tg
x

 .را مشخص کنید 

1با فرض  .5 33 5( cos( ( )))y tg Ln x مطلوب اسی ،dy

dx
. 

0bثابی کنید اگر  .6 a  ،آنگاه 

1 1

2 2
( ) ( )

1 1

b a b a
tg b tg a

b a

  
  

 
 

 های زیر برابرند.با ضابطه ثابی کنید تواب ی .7
1

1 cot ( )y g x  

1

2 ( )
2

y tg x
    

1

3 ( )
2

y tg x
     



 ریاضی عمومی یک    134

2 ]:اگر  .8 , )f R   تاب ی با ضابطه
22

( )
1

x dt
f x

t t



 . باشد 

 پذیر اسی.وارون f اولاً: ثابی کنید

1fثانیاً: م ادله خط مماس بر نمودار   ای به طول را در نقطه
12

 .ت یین کنید 

1ثابی کنید  .9 1 1
.csc ( ) sin ( )x

x

  

 زیر را حل کنید.های انتگرال .10
2

2
3

22 22 2 20
3

, , , ,
9 3 8 21 4 25 2 9 1

dx dx dx dx dx

x xx x x x x



   
     

42

2
2 22 4 1

2

sec ( ) 2cos( ) 4
, , ,

1 sin ( ) (1 ( ))1 ( ) 1

ex dx xdx x dx dx

x x Ln xtg x x





   

    

0 4

2 22 21 2

6 2 4
, , ,

6 10 43 2 2

dx dx x dx
dx

x x xx x x x



     
    

1cos ( ) 1 2

2 2 2

(sin ( ))
, ,

( 1) 2 1 1

xdx e dx x
dx

x x x x x

 

   
   

1

1 2 2

sin ( )
,

( )(1 ) 1

x x

x

dx e e
dx

tg x x e



  
  

 مقادیر زیر را حساب کنید. .11

1 1 1

1 1 1

1 3 3
sin ( ) , cot(sin ( )) , cos( ( ))

2 2 2

1 1
cos ( ) , cos ( ) , (sin ( ))

4 4

tg tg

tg tg tg x

  

  

 
   

 

   
   
   
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 توابع هذلولوی یا هایپربولیک و معکوس آنها

) اگر دو تابر )
2

x xe e
f x




 
`و

( )
2

x xe e
g x


   را با دامنیهR    ،درنظیر بگییریم

2واضح اسی که  2( ) ( ) 1f x g x   برای هر x R   و با دادن مقیادیر متفیاوت بیه 

)یک عفی عدد ی نی  xمتغیر ( ), ( ))f x g xشود که اگر این دو عدد را بیه  می حاصل

تر بیه صیورت   ترتیب به عنوان مولفه اول و مولفه دوم یک زوج مرتب و یا به عبارت ساده

م پیوسیتن ایین   هی  در نظر بگیریم، از بیه  2Rطول و عرض یک نقطه در صفثه مختصات 

2نقاط شاخه راسی هذلولی  2 1x y  شود.می ایجاد 

2حال اگر در یک دستگاه مختصات دیگر دایره واحید  2 1x y     را رسیم کنییم. و در

 را عیدا کنییم   کنار هذلولی نیزدر ربر اول زاویه در و ربر اول دایره قطاعی با زاویه 

رابر بشکل زیر  هر دو زده درمساحی قطاع و مساحی ناحیه هاشور ثابی کرد که توانمی

 اسی.

  
روی هیذلولی   و انتهیای کمیان   Mروی داییره ی نیی نقطیه     های کمانبه همین دلیل انت

بییه مختصییات   Mدهیییم، ی نییی نقطییه   مییی رامتنییاظر یکییدیگر قییرار   M´ی نییی نقطییه 

),( ( ) ( )cos sin  نظیر نقطه´M به مختصات( ( ), ( ))f g گییرد و از ایین رو  می قرار 

)توانمی )f  را مقابلcos( ) کسینوس هذلولوی ،   و یا کسینوس هایپربولییک 

)و  )g   را مقابلsin( ) سینوس هذلولوی ،   و یا سینوس هایپربولییک   نامیید و

ا ردیگیر  نظییر  های هیذلولوی  مثلثاتی، نسبیهای طور مشابه مقابل سایر نسبیهسپس ب

 ی وهمننیین مشیتق و  لواتثادهیای هیذلو  هم ت ریف کرد. در این قسمی دامنه و بیرد و 

 شود.می نمودار این توابر و م کوس توابر هذلولوی )هایپربولیک( مطرح
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 تعریف:توابع هذلولوی یا هایپربولیک

Rبرای هر    عدد
2

e e  وس هایپربولیک یا کسینوس هذلولویرا کسین

)نامیم و با نمادمی )cosh دهیم و عدد می نشان
2

e e   را سینوس هذلولوی یا

)نامیم و با نمادمی سینوس هایپربولیک  )sinh دهیم.می آن را نشان 

sin ( )
( )

cos ( )

h e e
tgh

h e e

 

 











 


 = تانژانی هذلولوی  

cos ( )
cot ( )

sin ( )

h e e
g h

h e e

 

 











 


 = کتانژانی هذلولوی  

1 2
sech( )

cos ( )h e e 


 
 


 = سکانی هذلولوی  

1 2
csch( )

sin ( )h e e 


 
 


 = کسکانی هذلولوی  

 sin cos sech cot csc, 0h h tgh g h hD D D D R D D R        
)دامنه تابر:مثال )y coth x.را ت یین کنید 
 :حل

 

 

0

0 ( ) ( )

0 0

x x

y

x x x x x x

y

D x R e e

e e e e Ln e Ln e

x x x D R



  

   

     

       

 

 : مطلوب اسی مقادیر زیر :مثال

1 1( ) ( )
2 2

1 1( ) ( )
2 2

1
( )1 1( ) ( )( )2 2

1
( ( )) ?
2

1
( ( ))
2

1
,

Ln x Ln x

Ln x Ln x

LnLn x Ln xLn x x

tg h Ln x

e e
tg h Ln x

e e

e e x e e
x














   

 

1

1 1
( ( ))

12 1

x
xx

tg h Ln x
x

x
x




  




 



 137توابر مت الی   : سومفصل  

 

2(cos ( ) sin ( )) ?h x h x  

2 2 2 2(sin ( ) cos ( )) ( ) ( )
2 2

x x x x
x xe e e e

h x h x e e
  

     

(cos ( ) sin ( )) (cos ( ) sin ( )) ?Ln h x h x Ln h x h x    

(cosh( ) Sinh( )) (cosh( ) Sinh( ))Ln x x Ln x x    

[(cosh( ) Sinh( ))(cosh( ) Sinh( ))]Ln x x x x   

2

2 2

(2)

0

2
(2) (2)

2

0 0

2 (2)
(2 )

2

(cos ( ) sin ( )) (1) 0

4 sin ( )

(2)
4 ( ) 2 ( 1) 2( )

02 2

1
2 ( (2) ) ( 0) 2 (2) 1

2 2

2 (4) 1 3 (4)

Ln
x

x x x
Ln Ln

x x

Ln
Ln

Ln h x h x Ln

e h x dx

Lne e e
e dx e dx x

e
Ln e Ln

Ln Ln



  




    

 
       

 

   



  

 م ادله زیر را حل کنید.:مثال

sin ( ) 2 1xh x e   

 حل: 

sin ( ) 2 1 2 1
2

4 2 5 2 0

x x
x x

x x x x x

e e
h x e e

e e e e e


 

  


    

       

 

xeاگر قرار دهیم  t:داریم 
2

21 5 2
5 2 0 0 2 5 0 1 6

t t
t t t t

t t

 
             

0xtچون e   1پس 6t     . بنابرینقابل قبول اسی 

1 6 ( ) (1 6) (1 6)x xe Ln e Ln x Ln        
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 اتحادهای هذلولوی

(1) 2 2cos ( ) sin ( ) 1h x h x  

)sinhاگر  :مثال ) 2 هذلولوی های باشد، سایر نسبی .را ت یین کنید 

 :حل

 
2 2 2 2

2

cos ( ) sin ( ) 1 cos ( ) 2 1

cos ( ) 5 cos ( ) 5

h h h

h h

  

 

     

   
 

cosچون  ( ) 0
2

e e
h

 




  پسcos ( ) 5h    بنابرین 

sin ( ) 2
( )

cos ( ) 5

1 5
cot ( )

( ) 2

1 1
sec ( )

cos ( ) 5

1 1
csc ( )

sin ( ) 2

h
tg h

h

g h
tg h

h
h

h
h















 

 

 

 

 

 : مثال
17

cos ( )
15

h   هذلولوی های شد، سایر نسبیبامی .را ت یین کنید 

 :حل

2 2 2 2

2

17
cos ( ) sin ( ) 1 ( ) sin ( ) 1

15

289 64 8
sin ( ) 1 sin ( )

225 225 15

h h h

h h

  

 

     

     

 

 :قبول اسی پس دو دسته عواب داریم قابل sinhچون هر دو مقدار بالا برای 

8: حالی اول
sin ( )

15
h   

8

sin ( ) 815( )
17cos ( ) 17

15

h
tg h

h





   
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1 17
cot ( )

( ) 8
g h

tg h



  

1 15
sec ( )

cos ( ) 17
h

h



  

1 15
csc ( )

sin ( ) 8
h

h



  

8: حالی دوم
sin ( )

15
h 


 

8

sin ( ) 815( )
17cos ( ) 17

15

h
tg h

h








    

1 17
cot ( )

( ) 8

1 15
sec ( )

cos ( ) 17

1 15
csc ( )

sin ( ) 8

g h
tg h

h
h

h
h










  

 

  

 

طیه  با ییادآوری ایین موضیوع کیه در توابیر مثلثاتی،پاییه اصیلی همیه اتثادهیا راب         توضیح:
2 2sin ( ) cos ( ) 1   باشد، بطور مشیابه در توابیر هیذلولوی نییز همیه اتثادهیا       می

2براساس رابطه  2cos ( ) sin ( ) 1h h  طور مثال با تقسیم هباشد. بمییافتنی دسی

2cosبر  به ترتیب اتثاد فوق ( )h   2وsin ( )h  ًروابیط هیذلولوی زییر نتیجیه     ، سیری ا 

 :شودمی
2 2

2 2

2 2 2

2 2
2 2

2 2 2

cos ( ) sin ( ) 1
1 ( ) sec ( )

cos ( ) cos ( ) cos ( )

cos ( ) sin ( ) 1
cot ( ) 1 csc ( )

sin ( ) sin ( ) sin ( )

h h
tg h h

h h h

h h
g h h

h h h

 
 

  

 
 

  

    

    

 

 شود،می همننین به راحتی ثابی( 2)
cos ( ) cos ( )

sin ( ) sin ( )

h h

h h

 

 

 

  
 

 ی.تاب ی زوج اس coshتاب ی فرد و  sinhبه عبارتی مشابه توابر مثلثاتی تابر 
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(3) 

2 2

2

2

sin ( ) sin ( )cos ( ) cos ( )sin ( )

cos ( ) cos ( )cos ( ) sin ( )sin ( )

cos (2 ) cos ( ) sin ( )

2cos ( ) 1

1 2Sin ( )

sin (2 ) 2sin ( )cos ( )

h x y h x h y h x h y

h x y h x h y h x h y

h x h x h x

h x

h x

h x h x h x

  

  

 

 

 



 

(4) 
2 2 2cos ( ) 1 sin ( ) cos ( ) 1 cos ( ) 1h x h x h x h x      

cos 0
cos 1

h h
  

1
sec ( ) 1

cos ( )
h x

h x
  

sin ( ) cos ( )
2 2

x x x xe e e e
h x h x

  
   

 sin cos ( ) ( ) 1 , cot ( ) 1h x h x tg h x g h x     

1
csch( ) 0 , csch( ) 0

sin ( )
x x

h x
   

3اگر :مثال
cos ( )

4
h   هذلولویهای باشد، سایر نسبی .را مشخص کنید 

coshچون :حل 1 پس چنین وعود ندارد. ای 

 مشتق توابع هذلولوی

 sin ( ) cos ( )
2 2

x x x xe e e e
h x h x

 


  
   
 

 

 cos ( ) sin ( )
2 2

x x x xe e e e
h x h x

 


  
   
 

 

 
2 2

2

2 2

sin ( ) cos ( ) sin ( ) 1
( ) sec ( )

cos ( ) cos ( ) cos ( )

h x h x h x
tgh x h x

h x h x h x


  

    
 

 

2 2
2

2 2

cos ( ) sin ( ) cos ( ) 1
(cot ( ) csc ( )

sin ( ) sin ( ) sin ( )

h x h x h x
g h x h x

h x h x h x


   

      
 
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2

1 sin ( ) 1 sin ( )
(sec ( )) sec ( ) ( )

cos ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( )

h x h x
h x h x tg h x

h x h x h x h x


  

        
 

 

  2

1 cos ( ) 1 cos ( )
csc ( ) csch ( )cot ( )

sin ( ) sin ( ) sin ( ) sin ( )

h x h x
h x x g h x

h x h x h x h x


  

       
 

sinh( ) cosh( ) , cosh( ) sinh( )x dx x k x dx x k      

21اگر مثال: 
(sin ( )) cos ( )

2
y Ln h x h x مطلوب اسی ،y . 

 حل: 
cos ( ) 1

2cos ( ) sin ( )
sin ( ) 2

h x
y h x h x

h x
     

1
cos ( ) sin ( )

sin ( )
h x h x

h x

 
  

 
 

2 2 31 sin ( ) cos ( ) cos ( )
cos ( ) cos ( )

sin ( ) sin ( ) sin ( )

h x h x h x
h x h x

h x h x h x

 
    

 
 

 نمودار توابع هذلولوی
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 توابع هذلولوی معکوس

اهیم در این قسمی یک مرور کوتاه و سریر بر توابر هذلولوی م کوس و مشتق آنهیا خیو  

 داشی.

 تابع سینوس هذلولوی معکوس

RR
h

h

 

 


sin

1sin 
1sinبرای یافتن مشتق  h  

 

1

2 2

2 2

2

1

2

1

2

1
sin ( ) sin ( ) cos ( ) 1

cos ( )

cos ( ) sinh ( ) 1

cos ( ) 1 sin ( ) 1

1

1

1
sin ( )

1

sin ( )
1

y h x h y x y h y y
h y

h y y

h y h y x

y
x

h x
x

dx
h x k

x







       

 

    

 



 



  




 

0aو بطور مشابه برای هر   

1

2 2
sin ( )

dx x
h k

aa x

  


 

 مثال:

1

2 2 2

5
sin ( )

3

53 5 ( 3) ( 5 )

x
h

dx dx
k

x x



  
 

  

 معکوستابع کسینوس هذلولوی 

باشد، بنابراین موقیر وارون  تابر کسینوس هذلولوی تاب ی زوج اسی پس یک به یک نمی

کردن این تابر، فقط شاخه راسیی نمیودار آن و ییا فقیط شیاخه چیپ نمیودار آن را در        
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0xگیریم ی نی فقط برای مینظر   0یا فقط برایx . 

   
1

cos

cos

,0 1,

h

h 


 


یا    

1

cos

cos

0, 1,

h

h 


 


 

 اگر قرار دهیم:

   
1

cos

cos

0, 1,

h

h 


 


 

1

2

1
cos ( ) : 1

1
y h x y x

x

    


 

 ،هذلولوی م کوسه برای سایر توابر و بطور مشاب

 

       

 

1 1

1 1

cot

cot

1 1

2 2

sec csc

sec csc

1 1

2 2

( 1,1) 0 ( , 1) (1, )

1 1
( ( )) (cot ( ))

1 1

1 1

0, 0,1 0 0

1 1
sec ( ) (csc ( ))

1 1

0 1 0

tg h g h

tg h g h

h h

h h

R R

tgh x g h x
x x

x x

R R

h x h x
x x x x

x x

 

 

 

 

 
     

 

  
 

 

 
  

 

  
 

 

  

 

زییر را  گییری  انتگیرال هیای  توابر هذلولوی م کوس، فرمولهای بنابرین به کمک مشتق
 داریم:

1

2

1

2 2

sin ( )
1

sin ( )

dx
h x k

x

dx x
h k

aa x





 


 





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1

2

1

2 2

cos ( ) : 1
1

cos ( ) : 0

dx
h x k x

x

dx x
h k x a

ax a





  


   





 

1

12

( ) : 1

cot ( ) : 11

tg h x k xdx

g h x k xx





  
 

  
 

1

2 2
1

1
( ) : 0

1
cot ( ) : 0

x
tg h k x a a

dx a a

xa x
g h k x a

a a






  

 
    



 

1

2

1

2 2

1

12

1

2 2
1

1

sec ( ) : 0 1
1

1
sec ( ) : 0

csc ( ) : 0

csc ( ) : 01

1
csc ( ) : 0 0

1
csc ( ) : 0

1
csc : 0

dx
h x k x

x x

dx x
h k x a

a ax a x

h x k xdx

h x k xx x

x
h k x a

dx a a

xx a x h k x
a a

x
h k a

a a















    



   



  
 

   


  


   




  









 

 : مثال

1
1 2 22

3 2 0

3
2 2

2 3

1
1

sin ( ) 0 0 (1 (1 ) )1
lim lim lim

0 3 0 6

0 0

1
0 2 (1 )

0 1 1 12lim lim
6 0 6 6(1 )

0 0

x

x h x xx

x x x

x x

x x

x x

x x









  

 

 


   

   


 

 



 145توابر مت الی   : سومفصل  

 

 اتحادهای توابع هذلولوی معکوس

1 1

1 1

1 1

1
sec ( ) cos ( )

1
csc ( ) sin ( )

1
cot ( ) ( )

h x h
x

h x h
x

g h x tgh
x

 

 

 







 

xyتوابر هذلولوی به کمک تابر نماییاز آنجا که نکته: e رود میی  شود انتظارمی بیان

ابل بیان م کوس تابر نمایی ی نی تابر لگاریتم طبی ی قکه م کوس این توابر نیز توسط 

 باشد.

1sinhتابر :مثال ( )y x را به کمک تابر لگاریتم طبی ی)Ln( .بیان کنید 

 :حل

1sin ( ) sin ( )
2

y ye e
y h x x h y x


 

     

yeاگر قرار دهیم  t، 

2
2

1

1
2 1 0

2 2

t
tt x x t tx

t




        

 کنیم،می حل tبرای مجهول  xبر حسبم ادله فوق را 
2

2

2

1 0
1

1 0

x x
t x x

x x

   
    

  

 

0ytچون e  پس 
2 2

2

2

1 2

1 1

( ) ( 1 )

( 1 )

Sin ( ) ( 1 )

y

y

t x x e x x

Ln e Ln x x

y Ln x x

h x Ln x x

      

   

   

   

 

تم بطور مشابه، م ادل سایر توابر هیذلولوی م کیوس را میتیوان بیر حسیب تیابر لگیاری       

 مثاسبه کرد. Lnطبی ی ی نی 
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 ،یتم طبیعی عبارتند ازتوابع هذلولوی معکوس بر حسب تابع لگارهای فرمول

1 2

1 2

(1) sin ( ) ( 1 ) :

(2) cos ( ) ( 1) : 1

h x Ln x x x

h x Ln x x x





   

   
 

1

1

2
1

2
1

1 1
(3) ( ) ( ) : 1

2 1

1 1
(4) cot ( ) ( ) : 1

2 1

1 1
(5) sec ( ) ( ) : 0 1

1 1
(6) csc ( ) ( ) : 0

x
tg h x Ln x

x

x
g h x Ln x

x

x
h x Ln x

x

x
h x Ln x

x x










 




 



 
  


  

 

1مطلوب اسی مثال: 1( )
2

tg h  

 حل: 

1 1 1
( ) ( )

2 1

x
tg h x Ln

x

 



 

1

111 1 12( ) ( ) (3) ( 3)
12 2 21

2

tg h Ln Ln Ln


   


 

 سرعت رشد
 تعریف: سرعت رشد

)بیییر بیییازه  gو fاگیییر توابیییر , )a  طوریکیییه همثبیییی باشیییند، بییی، تیییواب ی

lim ( ) lim ( )
x x

f x g x
 

  و
( )

lim
( )x

f x

g x 
   موعییود باشیید، آنگییاه برحسییب 

 کنیم:می ت ریف

 اسی. gکمتر از سرعی رشد fگوئیم سرعی رشدمی ،باشد0: اگر الف

ب: اگر   ،گوئیم سرعی رشدمی باشدf  بیشتر از سرعی رشدg .اسی 

 یکسان اسی. gو  fگوئیم سرعی رشدمی یک عدد متناهی مثبی باشدج: اگر 

 سرعی رشد توابر زیر را باهم مقایسه کنید.:مثال
2

1 2 3 4

5 6 7

2 , ( ) , ,

, 3 , sin ( )

x x

x

y y Ln x y e y x

y x y y h x

   

  
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 حل: 

3

1

lim lim lim( )
2 2

x
x

x

y e e

y

x x x

   

     

 

 اسی. 1yبیشتر از  3yسرعی رشد 

6

3

3 3
lim lim lim( )

x
x

x

y

y e e
     

x x x    
 اسی.3yبیشتر از 6yسرعی رشد

2

4

5

lim lim lim
y x

x x
y x

x x x

    

   

 

 اسی.5yبیشتر از 4yسرعی رشد 

2

5

( )
lim lim 0

y Ln x

y x

x x

  

 

 

 اسی.5yکمتر از 2yسرعی رشد 

1

2

4

2
lim lim

xy

y x

x x

  

  

 

 اسی.4yبیشتر از 1yسرعی رشد 

 پس تا این مرحله بر حسب سرعی رشد داریم:

2 5 4 1 3 6y y y y y y     
 همننین، 

2

7

3

2 2

2 2

1

22lim lim lim

1 2 1
lim   lim

2 2 2 2

xx x

x

x xx x x

x x

x xx x

ee e
y e

y e e

e e

e e



  

 



 

 
  

 

 

 یکسان اسی. 3yو 7yی نی سرعی رشد 
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ل یسی کامیک ل ارائه توابر مت الی و خواص آنها، اکنون که به این مرحله رسیدیم، ی نی

هیای مربیوط بیه ایین درس را عنیوان      گیری رایج برای حل انتگرالهای انتگرالاز فرمول

کنیم و با تذکر این نکته که دانشجویان قبل از حل هیر انتگیرال سی ی در بیه خیاطر      می

هیای مت یالی و قضیایای انتگیرال     ها و همننین یادگیری خواص تیابر رمولسپردن این ف

 بریم.م ین و نام ین داشته باشند، این فصل را به پایان می

 گیریپایه انتگرالهای فرمول

sin( ) cos( )

cos( ) sin( )

( ) sec( )

cot ( ) sin( )

sec( ) sec( ) ( )

csc( ) csc( ) cot ( )

csc( ) cot ( )

x dx x k

x dx x k

tg x dx Ln x k

g x dx Ln x k

x dx Ln x tg x k

x dx Ln x g x k

Ln x g x k

  

 

 

 

  

  

   













 

2

2

sec ( ) )

csc ( ) cot ( )

sec( ) ( ) sec( )

csc( )cot ( ) csc( )

sinh( ) cos ( )

cosh( ) sin ( )

x dx tgx k

x dx g x k

x tg x dx x k

x g x dx x k

x dx h x k

x dx h x k

 

  

 

  

 

 













 

()عدد ثابی :dx x k   

به شرط 
1

, 1 0
1

n
n x

x dx k n
n



   
 

1
: 0

x x

dx Ln x k x
x

e dx e k

  

 




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,به شرط 0 , 1
( )

x
x a

a dx k a a
Ln a

    

1

2

1

2 2

1

2

sin ( )
1

sin ( )

( )
1

dx
x k

x

dx x
k

aa x

dx
tg x k

x







 


 


 








 

1

2 2

1
( )

dx x
tg k

a x a a

 
 

 

 
2

2 2

1sec : 1

11 sec : 1

1 1sec : 0

1 1sec : 0

x k xdx

x x x k x

x
k x a

dx a a

xx x a k x a
a a

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  
      

    
 

     






 

  آشیناتر م میولاً از آنجا که توابر مثلثاتی نسبی به توابر هیذلولوی،برای ذهین خواننیده،    

گان زیر بطور اختییاری بیه خواننید   گیری های انتگرالبه خاطر سپردن فرمول اسی اغلب

گییری(  انتگیرال هیای  قسمی روش) که در فصل ب دشود. علاوه بر آن همننانمی واگذار

 زییر بیه کمیک روش تغیییر متغییر مثلثیاتی قابیل حیل        هیای  خواهیم دید همه انتگرال

 سپردن آنها امری ضروری نیسی.باشند و بخاطر می
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1

2

1

2 2

1

2

1

2 2

1

2 1

sin ( )
1

sin ( ) : 0

cos ( ) : 1
1

cos ( ) : 0

( ) : 1

1 cot ( ) : 1

dx
h x k

x

dx x
h k a

aa x

dx
h x k x

x

dx x
h k x a

ax a

tg h x k xdx

x g h x k x













 


  


  


   


  


  











 

1

2 2
1

1

2

1
( ) : 0

1
cot ( ) : 0

sec ( ) : 0 1
1

x
tg h k x a a

dx a a

xa x
g h k x a

a a

dx
h x k x

x x








  


    



    






 

1

2 2

1
sec ( ) : 0

dx x
h k x a

a ax a x


   


 

1

12

1

1

2 2

1

1

csc ( ) : 0

csc ( ) : 01

csc ( )

1 csc ( ) : 0

1
csc ( ) : 0

1
csc ( ) :

h x k xdx

h x k xx x

h x k

x
h k x a

a a
dx

x a x
x

h k x a
a a

x
h k x a

a a













  
 

  

 


   


 
 

    



  




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 تمرین

 .های زیر را برحسب تابر نمایی بنویسید و سپس تا عای ممکن ساده کنیدعبارت .1

sinh(2 ( )) , cos (2 ( )) , 2cos ( ( ))Ln x h Ln x h Ln x 
4cos (3 ) sinh(3 ) , (sinh( ) cosh( ))h x x x x  

 مقادیر زیر را حساب کنید. .2

0

( ) , cot ( )
x x

Lim tg h x Lim g h x
 

 

(2) (10)
2

(4) 0
2 cos ( ) , 4sin ( )

2

Ln Ln
x

Ln

x
e h x dx h dx



  

 م ادله زیر را حل کنید. .3

cos ( ) 2 1xh x e   

3اگر  .4
sin ( )

4
h x


 های هذلولوی باشد، سایر نسبیx .را ت یین کنید 

 مطلوب اسی مقادیر زیر، در صورت وعود:  .5
121 sin ( ) , cos(cos ( ))h x h x


  , 
csch( )

0

lim(1 sin ( ))
x

x

h x


  

 از توابر زیر مشتق بگیرید. .6

2 ( )y x tgh x 

21
(sinh( )) cot ( )

2
y Ln x gh x  

cot ( ( )) (cot ( ))y g h tg h x tg h g h x  

sin (5 )cos ( )
3

x
y h x h 

  1cot (cos ( )) sinh sin 6y g h x x  

sin ( )

sin ( ) cos ( )

h xe
y

h x h x



 

2 3 3 2sin ( ) cos ( )y h x h x  
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sin ( ) cos ( )
2 2

x x
y h h  

(cos ( ))y Ln h x 

2 cos ( ) 1y h x  

21 sin (4 )y h x  

1sin ( ( ))y tg h x 

(cos ( ) sin ( ))xy e h x h x  

 ین کنید.های داده شده ت یر بازههای زیر را بطول منثنی .7
cosالف: منثنی  ( )y h x  0,1[بر بازه[ 

ب: منثنی 
0

sin ( )
y

x h t dt   [0,2]بر بازهy  

 های زیر را حل کنید.انتگرال .8

(4)

(2)
sinh( ) , 4cosh(3 (2)) , cot ( )

5

Ln

Ln

x
dx x Ln dx gh x dx   

2 (10)
2

1 0

cosh( ( ))
, 4sinh ( )

2

LnLn x x
dx dx

x  

 حساب کنید.های مشتق توابر هذلولوی م کوس، موارد زیر را به کمک فرمول .9

1
1

20

2
, ( (cos (2 )))

3 4

dx
tg h x

x

 


 

 مطلوب اسی  .10

1 1 1 12 5 1 5
sin ( ), sin ( ), ( ), cot ( )

12 2 43
h h tg h g h     

 توابر زیر را از نظر سرعی رشد باهم مقایسه کنید. .11

2 3 4 5cosh( ) , sinh( ) , , , ( )xy x y x y x y e y Ln x     
 

1 


